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PROGRAMOZAS - A PROGRAMOZAS MATEMATIKAI

ALAPJAI

ESETFELVETES - MUNKAHELYZET

On egy olyan munkahelyen dolgozik, amely szamitogéppel végzett tervezési feladatokra
szakosodott. A szamitégépes tervezést minden esetben elézetes adatok alapjan kell
elvégezni, amelyek bizonyos szamitasi készséget igényelnek Ontdl.

On azt a feladatot kapta, hogy a megadott miiszaki rajzokon ellendrizze a méretek
pontossagat és szamszaki helyességét.

A szamitégéppel tamogatott tervezés matematikai alapjai hasznos, fontos informaciékat
tartalmaznak az On szamara.

A szamitasi feladatok elvégzése a tervezések alapjat képezi.

A fejezetben ismertetésre keriilnek azok a fé6bb témakordk, amelyeket eddig tanulhatott, és
lesznek olyan elemek is, amelyek az Ujdonsag erejével hathatnak.

SZAKMAI INFORMACIOTARTALOM

Az alkalmazott matematikai alapok témakérei:

Szdmhalmazok

Logikai alapmdveletek és a Boole-algebra alapjai
Matrixok és determinansok

Linearis egyenletrendszerek megoldasa

A grafelmélet alapjai

S v W N =

Alapstatisztikai modszerek

f—

. Szamhalmazok

A szamhalmazok ismertetése elStt célszer(i attekintetni a halmazok alapveté fogalmait,
definicidkat és miiveleteket.

A halmaz: bizonyos meghatarozott, kiilonb6zé objektumoknak (dolgoknak) az 6sszességét
jelenti.
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Altalanos jeldlése: A, B, C stb.
Az elem alapfogalom, kiilén nem értelmezziik.
Példaul: szamok (1, 2, 3), nevek (Péter, llona, Maria), szinek (piros, sarga, zold) stb.

A halmazok szemléltetésére gyakran hasznalunk abrakat. A halmazokat sematikusan sik
tartomannyal (korlapok, téglalapok stb.), a halmaz elemeit pedig pontokkal abrazolhatjuk.
Ezeket az abrakat Venn-diagramoknak nevezziik.

1. dbra. Venn-diagram

A halmaz megadasa:

Felsoroljuk az 6sszes alkoté elemét, illetve annyit, amennyi egyértelmiien megadja az 6sszes
tobbit is.

Példaul: A:= {1, 2, 3}

A halmaz elemeit tulajdonsagaikkal vagy rajuk vonatkozé 6sszefiiggésekkel irjuk le, s a
halmaz elemeit jellemz6 széveget kapcsos zaréjel kozé irjuk.

Példaul: A:= {10-nél kisebb pozitiv egész szamok}

Definicié: Két halmaz egyenld, ha ugyanazokbdl az elemekbdl all.

A H és K halmaz egyenléségét H = K jeloli, ennek tagadasat a HzK jeloli.

Definicié: Az olyan halmazt, amelynek nincs eleme, tres halmaznak nevezziik.

Jele: &

Miveletek halmazokkal:

Definicié: A H halmaz a K halmaznak részhalmaza, ha H minden eleme eleme a K-nak is.
Jele: HeK

Definicié: Ha HcK és H=K, akkor a H-t a K valédi részhalmazanak nevezziik.
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Jele: HeK

2. dbra. Részhalmaz
Definicié: Egy adott H halmaz 6sszes részhalmazai is egy halmazt alkotnak, amelyet a H
hatvanyhalmazanak neveziink.
Jele: P(H)

Definicié: Két halmaz egyesitettje (unidja) azoknak az elemeknek a halmaza, amelyek az
adott halmazok koéziil legalabb az egyikben benne vannak.

Jele: HUK

Példaul: H:= {1, 2, 4} és K:= {1, 2, 3, 5}, akkor HUK:= {1, 2, 3, 4, 5}
Halmazok unidjara teljesilnek a kovetkezd tulajdonsagok:

Minden H, K, L halmazra

HUK = KUH  (kommutativitas),

(HUK)UL = HU(KUL) (asszociativitas),

HUH =H (idempotencia).

Definicié: Két halmaz metszete (k6z0s része) azoknak az elemeknek a halmaza, amelyek az
adott halmazok mindegyikében benne vannak.

Jele: HNK
Példaul: H:= {1, 2, 4} és K:= {1, 2, 3, 5}, akkor H~K:= {1, 2}
A halmazok metszésére teljesiilnek a kdvetkezé azonossagok:

Minden H, K, L halmazra
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HNK = KnH (kommutativitas),
(HNK)NL = HN(KNL  (asszociativitas),

H~H =H (idempotencia).

HUK H~K

3. dbra. Unio és metszet

Halmazok unidjara teljestlnek a kovetkezd tulajdonsagok:

Minden H, K, L halmazra

HUK = KUH  (kommutativitas),

(HUK)UL = HU(KUL) (asszociativitas),

HUH =H (idempotencia).

Definicié: Két halmaz diszjunkt (idegen), ha metszetiik az ures halmaz.
Jele: HAK = &

Példaul: H:= {1, 2, 3} és K:= {4, 5, 6}, akkor HnK = &

A halmazok egyesitettje és metszete ko6zotti kapcsolatra a kovetkez6 azonossagok igazak:
Minden H, K, L halmazra

HUHNK) = H, Hn(HUK) = H (abszorbcids, elnyelési tulajdonsag),
(HUK)NL = (HAL)U(KNL) (disztributivitas),

(HNK)uL = (HuL)n(KuL) (disztributivitas).

Definicié: A H és a K halmaz kiilonbségén értjik a H 6sszes olyan elemeinek halmazat,
amelyek K-ban nincsenek benne.

Jele: H\K
Példaul: H:= {1, 2, 4} és K:= {4, 5, 6}, akkor H\K:= {1, 2}

4
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Definici6: A H és K halmazok szimmetrikus kiilonbségén, amit HAK-val jel6liink, a
kovetkez6t értjuk:

HAK = (H\K) U (K\H)

Példaul: H:= {1, 2, 4} és K:= {4, 5, 6}, akkor HAK:= {1, 2, 5, 6}

H\K HAK

4. dbra. Két halmaz kiilonbsége és szimmetrikus kiilbnbsége

Definicié: Az A halmaznak az U univerzumra (alaphalmazra) vonatkozé komplementere
(kiegészité halmaza) az U\A halmaz.

Jele: A

5. dbra. Komplementer halmaz

Példaul: A:={1, 2, 3, 4} és U:=1{1, 2, 3,4,5,6, 7, 8,9, 10}, akkor A:= {5, 6, 7, 8,9, 10}

Definicié: A H és a K tetsz6leges halmaz HxK Descartes-féle szorzata az (a,b) (acH, beK)
rendezett elemparok halmaza, azaz HxK:= {(a,b)|]aeH, beK}

Példaul: H:= {1, 3} és K:= {4, 5, 6} akkor HxK:= {(1,4), (1,5), (1,6), (3,4), (3,5), (3,6)}

Definicié: A H halmaz (véges) szamossagan az 6sszes elemeinek szamat érjuk.
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Jele: [H|

Példaul: H:= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, akkor |H| = 8

Példaul: H:= {1, 2, 4} és K:={1,2, 3,5,6, 7} és U:={1, 2,3, 4,5,6, 7, 8,9, 10}, akkor:
HuK:=1{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, azaz |[HUK| = 7

HAK:= {1, 2}, azaz |[H~K| = 2

U\(HUK):= {8, 9, 10}, azaz |[U\(HUK)| = 3

Megfogalmazhaté szdvegesen is a probléma: Ha egy csoport 10 fébdl all, ebbdl 3-an
beszélnek angolul, 6-an németiil és minddsszesen 2-en mindkét nyelven, akkor hany fé
nem beszél egyik nyelven sem?

Osszefoglalva igazak a kovetkezé 6sszefiiggések:

[HUK| = [H| + |K| = [HNK]

Ul = [U\(HUK)| + [HUK|

6. dbra. Halmazok sziamossdga

A halmazok bevezet6 ismeretei utan mar egyszeribb feladat a szamhalmazokkal valé
megismerkedés.

A szamhalmazok szoros dsszefliggésben vannak a matematikai miveletekkel.

Erdekes kérdés, hogy egy matematikai mivelet egy adott szamhalmazon elvégezhetd vagy
kivezet abbdl, tehat szamhalmazbdvitést kell végrehajtani.

Milyen matematikai mdveletekrél is van sz6?

Osszeadas, kivonds, szorzds, osztas és gydkvonas miveletekrél.

A természetes szamok halmaza a pozitiv egész szamokbdl all.
Jele:N:={1, 2, 3, 4, ...}

6
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A természetes szamokra igazak a Peano-féle axiémak:

Az 1 természetes szam.

Minden természetes szamnak van rakovetkezdje.

Az 1 nem rakovetkezGje egyetlen természetes szamnak sem.
Csak egyenld természetes szamoknak lehetnek rakodvetkezéi.

vi h W N —

Ha az 1 rendelkezik valamilyen T tulajdonsaggal, s e tulajdonsag egy n természetes
szamtol mindig oroklédik az n + 1-ikre, akkor minden természetes szam rendelkezik a
T tulajdonsaggal.

6. Atermészetes szamok halmazan elvégezhet6 az 6sszeadas milivelet, nem vezet ki abbdl.

A természetes szamok halmaza az o6sszeadasra és a szorzasra zart, a kivonas azonban
kivezet a halmazbél (példaul 2 - 3 = -1).

Az egész szamok halmaza a természetes szamokbél, a zérusbdl és negativ egész szamokbol
all.

Jele: Z:={...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ..}

Az osztas, mint miuvelet kivezet az egész szamok halmazabél (példaul 2/4 = 0,5), ezért
szamkorbdvitésre van sziikség.

A racionalis szamok két egész szam hanyadosaként eléallithaté szamok.

Az irracionalis szamok nem Aallithatok elé két egész szam hanyadosaként.

Példaul: /2 (gyok alatt 2), =, e (a természetes alapu logaritmus alapszama).

Valés szamoknak nevezziik a raciondlis és az irracionalis szamok egyiittes halmazat.
Jele: R:= {racionalis, irracionalis szamok}

A valés szamok korében a gyokvonas miveletét abban az esetben nem lehet elvégezni, ha a
négyzetgyokjel alatt negativ szam van.

A komplex szamok kérében értelmezve van a /-1 =i (gydk alatt -1), igy a szamtesten a
mivelet elvégezheté.

Jele: C, ahol Z = a + b * i alakban irjuk fel a komplex szam algebrai alakjat.
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7. dbra. Szamhalmazok

2. Logikai alapmdveletek
A logika hétkdznapi jelentése a rendszeresség, kovetkezetesség.
Példaul: Ez logikus gondolatmenet volt.

A logika egy tudomanyszak elnevezése, melynek feladata a helyes kovetkeztetés, a
fogalmanak szabatos meghatarozasa, torvényeinek feltarasa.

A modern formalis logikat nevezik matematikai logikanak vagy szimbolikus logikanak.

Kijelentésen a kijelenté mondat formdjdban megfogalmazott szoveget értjiik, amelyrdl
eldonthetd, hogy igaz vagy hamis.

Az atomi kijelentések tartalmanak eldontése nem a logika feladata.
Példaul:

Maria tud autét vezetni.

Maria elvégezte a gépjarmiivezetd tanfolyamot.

Az atomi kijelentésekbdl Gsszetett kijelentések képezheték, amelyekrél eldonthetjiik, hogy
igazak vagy hamisak.

Mdria elvégezte a gépjarmiivezetd tanfolyamot, és tud autét vezetni.
Ez az 6sszetett kijelentés helyesnek érezheté.

Az 6sszetett formulak négy logikai 6sszekotGjel és két kvantor segitségével kaphatok.

Targynyelvi jel Metanyelvi kiolvasas Metanyelvi megnevezés
1 nem, nem igaz negaciojel
A és konjunkciéjel
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v vagy, legalabb az egyik diszjunkcidjel

- ha ... akkor implikacidjel

4 barmely/minden univerzalis kvantor
3 létezik /van olyan egzisztencialis kvantor

Most kévetkezzenek a logikai miiveletek. Mindegyik miivelethez egy példa fogja segiteni Ont
a megértés folyamataban.

Vegylunk példaként két kijelentést:

p: A ldmpa ég.

g: A lift mikodik.

Negdcié vagy tagadas: Egy kijelentés tagadasat jelenti. Jele: Iq
Példa: A lift nem mukodik.

Konjunkcié: Két kijelentés oOsszekapcsolasa az ,és” kotészoval. Akkor igaz, ha mindkét
kijelentés igaz. Jele: paq

Példa: A lampa ég, és a lift mdkodik.

A logikai miveletek eredményeit értéktablazatban vagy igazsagtablazatban foglalhatjuk
0ssze (i: igaz, h: hamis).

A konjunkcié miivelet igazsagtablazata:

pAq

s |- |la

=5 |-
o (= |5 |-

Diszjunkcié: Két kijelentés dsszekapcsolasa a ,vagy” két6szoval. Akkor és csak akkor hamis,
ha mindkét kijelentés hamis. Jele: pvqg

Példa: A ldmpa ég, vagy a lift mikodik.

A diszjunkcié mivelet igazsagtablazata:

B = e}

>
=
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Implikacié: Ez a logikai miivelet a ,ha p, akkor q” tipusu allitdsoknak felel meg. Az implikacié
eredménye akkor és csakis akkor hamis, ha az els6 tagja igaz, a masodik tagja pedig hamis.
Jele: p—q

Példa: A lampa ég, akkor a lift mdkodik.

Az implikacié miivelet igazsagtablazata:

p—9q

= i (o]

h

>

Ha az A és B formulak, akkor AAB, AvB, A—>B, A is formulak. Ha A egy formula, x tetszéleges
(barmely fajtaju) valtozo, akkor az alabbiak is formulak:

V X A: minden x-re érvényes vagy rovidebben minden x A. (univerzalis kvantor)
3 x A: létezik olyan x, hogy A vagy rovidebben van olyan x, hogy A. (egzisztencidlis kvantor)

Ezzel meglennék (a fenti osszetett formuldk tabldzata), de még folytatnunk kell.

Léteznek egyéb logikai miiveletek, amelyek megismerése hasznos lehet az On szamara.

Kizaré vagy: Ennek a miveletnek eredménye akkor és csak akkor igaz, ha pontosan egyik
tagja igaz. A két kijelentést kizaré értelmd vagy kotészéval (avagy) kapcsoljuk 6ssze.

Jele: pvq
Példa: Vagy a lampa ég, vagy a lift mikodik.

Egy masik példa, amely talan ismerdsebb lehet. Alternativ kapcsolét hasznalunk egy
szobdaban, konyhaban. Az egyiken felkapcsolom, a masikon pedig le.

Kénnyen belathatd, hogy azonos allasban a vilagitas le van kapcsolva.

A kizaré vagy miivelet igazsagtablazata:

p q pVq
i i h
i h i
h i i
h h h

Sem-sem miivelet: Ennek a mlveletnek eredménye akkor és csak akkor igaz, ha mindkét
tagja hamis. Jele: pllq

10
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Példa: Nem ég a lampa, és a lift nem mikodik.

A sem-sem miivelet igazsagtablazata:

P q pllg
i i h
i h h
h i h
h h i

Sheffer-féle miivelet: Ennek a miiveletnek eredménye akkor és csak akkor hamis, ha mindkét
tagja igaz. Jele: plq

Példa: Nem ég a lampa, vagy a lift nem mikodik.

A Sheffer-féle miivelet igazsagtablazata:

plqg

h

= i i (o]

>

Ekvivalencia: Ennek a miveletnek eredménye akkor és csak akkor igaz, ha mindkét tagja
azonos logikai érték. Jele: pe>q

Példa: Nem igaz, hogy a lampa ég és a lift nem mikodik.

Az ekvivalencia mlvelet igazsagtablazata:

p<qg

= i (o]

i
h
h

>

A programozasban, informatikai megfogalmazasokban is taldlkozhatunk logikai
miiveletekkel, ,miiveleti kapukkal” vagy programnyelvi logikai utasitasokkal.

A miiveletek a célszerliség kedvéért egy tablazatba foglalva lesznek megjelenitve.

Logikai Programnyelvi
mivelet utasitds
nem NOT
és AND
vagy OR
kizaré vagy XOR

11
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nem és NAND

nem vagy NOR

A példa 1 bajton abrazolt binaris értékeken mutatja be a muveleteket.

1 bajton 28 kilonb6z6 értéket tarolhatunk, igy 0 és 255 kozotti decimalis értéket lehet
binarisan leirni.

A =17,azaz 00010001

B=114,azaz 01110010

A 0/0|0|1]0]0O|O]|T1]| 17

NOT A 1T/1]1]O0]T1T]1]1|]0]238

A megoldas egyszer(, mivel a bitek értékét csak meg kell forditanunk.
A NAND B = NOT (A AND B)

A NOR B = NOT (A OR B)

binaris decimalis

A 0|0|0|T|0O|0O|O]1 17

B O(1|(1|1T]0|0|T1T]0 114

A AND B 0jo0jO|1|0]0]0O]O 16
A ORB Oj1|1|11]0|0]1]]1 115

A XOR B O[1]1]0J0]0O]1]1 99
A NAND B 1T ]1{0]1T[1]T1]1 239
A NORB 1/0]/]0[0]1]1]0]0 140

A Boole-algebra alapijai:

George Boole (1815-1864) Lincoln vdrosdban (Anglidban) sziiletett. 1854-ben jelent meg
Boole alapveté miive, ,A gondolkodds torvényeinek, a logika és a valoszintség matematikai
alapjainak vizsgdlata’, amelyet ma a matematika klasszikus mdvei kézé sorolnak. Az dltala
megfogalmazott matematikai struktura indokolja a Boole-algebra elnevezést.

A halmazalgebra sok tekintetben kiilénb6zik a mar ismert algebrai rendszerektdl.

Megfogalmazhatjuk oly értelemben is, hogy a Boole-algebra az eddig ismertetett
halmazelméleti és logikai ismeretek kozott felfedte és letisztazta a benniik rejlé kapcsolatot.
Masképp fogalmazva teljesen mindegy, hogy halmazelméleti, illetve logikai miveletet
vizsgalunk. Ezek hasonlé matematikai tulajdonsagokkal rendelkeznek, azaz a Boole-algebra
nem mads, mint a jelolésrendszer egyszerisitése.

Definicid: A Boole-algebra olyan

12
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B=<®B;+, -, ,>> struktdra, ahol B={a, B, y, ...
kitintetett elem o és 1, és amelyen definidltunk két binér miiveletet: + (6sszeadast),

;o , 1} elemek halmaza, amelyben van

(szorzast); egy unér muiveletet: ~ (komplementum) és a o binér relacié, amely fennall néhany

(nem feltétlentil barmely) elempar k6zott.

A definiciot nem kell megtanulnia,

tanulmdnyozhatja.

bdrmikor visszatérhet,

visszalapozhat,

és dUjra

Sokkal jobban bemutatjdk a Boole-algebra ellentmondas-mentességét a Boole-algebrai

modellek.

Két szam Boole-aritmetikaja:

B=<{0,1} +, -, , o> struktira, amelynek a kovetkezék jellemzéi:

A szamok 0sszeaddsdra, szorzasara teljesul:

+ 01 - 101

001 0[{0]0

11111 [1]0]1

A komplementumra teljesdl:

A o relaciora teljesil:

020,100,101

igy megkaptuk a Boole-algebra legegyszeriibb modelljét.

Most itt az ideje egy kis magyarazatnak. Az alabbi tablazatban lett Osszefoglalva a

miliveletek konverzidja, megfeleltetése.

Boole-algebra Halmazelmélet Logika
Komplementum Komplementer halmaz Negacio
Osszeadas Unid Vagy
Szorzds Metszet Es
Tartalmazasi relacio Részhalmaz -

13
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3. Matrixok és determinansok

A matrix olyan matematikai objektum, melyben a valés szamok n szamu sorban és m szamu
oszlopban vannak elrendezve. A matrixok jelolésére nagybetliket hasznalunk (A, B stb.), mig
elemeit kisbetiikkel és két als6 indexszel (aj) jel6ljik. A matrixot nxm-es vagy nxm tipusu
matrixnak nevezziik.

Jele: A = (ay), aholi=1..n,j=1..m
( \
all all " alm
aj aﬁj .- a-,

Ao = @4

8. dbra. Nxm tipusu madtrix

Miveletek matrixokkal:

Két matrix egyenld, ha ugyanolyan tipusuak, és megfelel§ elemeik megegyeznek.

Ha egy matrixnak ugyannyi sora van, mint oszlopa, azaz n = m, akkor négyzetes matrixnak
nevezzik.

(an a, ... am\

A = aZl aI‘.Z o aZn

\a, 2, ... a,)

9. dbra. Négyzetes mdtrix

14
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Ha egy matrixnak egy sora vagy oszlopa van, azaz 1 x m-es vagy n x 1, akkor sor-, illetve
oszlopvektornak nevezziik.

10. dbra. Sor-, oszlopvektor

Zérusmatrixnak nevezziik az olyan négyzetes matrixot, amelynek minden eleme 0. Jele: 0

(0 0 ... 0)
0 0 0

11. dbra. Zérusmadtrix

Egységmatrixnak nevezzilk az olyan négyzetes matrixot, amelynek a féatléjaban 1-es, a
tobbi helyen 0 all. Jele: E

15
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(1

0 g 10
1 0

12. dbra. Egységmadtrix

Ha két matrix (A és B) azonos méret(i, akkor létezik C = A + B dsszegmatrix, amelyet ugy
kapunk meg, hogy a megfelel6 elemeit 6sszeadjuk (cjj = aj; + bj).

1 A e alm\ (bu b12
A, A, .oon A, b, b, ...
A - ...l 22 . Zm + B - 21 22 .
\anl an?. anm/ \bnl bn?_
(a, +b a,+b a +b, )
11 11 12 12 R Im Im
C o all +b21 all +b32 peads alm " blm
\anl +bnl an?. +bn2 anm +bnm/

13. dbra. Osszegmdtrix

Egy A matrix c konstanssal valé szorzatat Ugy hatdrozzuk meg, hogy minden egyes elemét

megszorozzuk (bj; = ajj* ¢) vele.

16
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A=|® B2 Bl

\anl anZ PR anm/

8.7 8,0 . BALTC

a,.%¢c 8.,% oo &, "c
14. dbra. Mdtrix szorzdsa konstanssal

Ha egy A matrix nxm (@i, i = 1..n, j = 1..m) tipusu és egy B matrix mxp (by, j = 1..m,

k = 1..p) tipusu, akkor létezik az nxp tipust C szorzatmatrix.

C=A*B(ck,i=1.n,k=1.p)

Példaul, ha az A matrix 2 x 3 tipusd, a B matrix 3 x 2 tipusu, akkor a szorzatmatrix
(C=A=B)2x 2 tipusu lesz.

A szorzatmatrix kiszamitasdnak menete:

Ci1 = an * by + a2 * b2y + a3 * bay

Ciz=amn * b2+ anz* b + aiz* bz

C21 = az1 * b1 + ax * ba1 + a3 * bay

C22 = az1 * b2+ @z * box + ax3 * bz

17
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bll bl‘
all al al“ )
A= +B=|b, b
a, a, a, ]
il i @ b, b,

¢, ¢,
A*B=C= :
C, cl:

21

15. dbra. Szorzatmadtrix
Ha két matrixnak létezik szorzata, és az eredmény az egységmatrix, akkor azt a matrix
inverzének nevezziik.

Jele: A1 JE=A* A

16. dbra. Inverzmadtrix
Az A négyzetes (n x n tipust) matrixbdl |A| determinans képezhetd, amely barmely sora
vagy oszlopa alapjan kifejthetd, hozzarendelhet6 egy konkrét érték.

Az A (nxn tipusta) matrixbél képzett |A| determindnst n-ed rendd determinansnak
nevezzik.

a, a, - a;
B R a,
AR ="
anl an2 ann

17. dbra. Determindns
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Ha n = 2, akkor masodrendl determinansrol beszéliink.
Ha n = 3, akkor harmadrendd determinansrol beszéliink.

A determinans kiszamitasanak szabalyai:

- A determinans barmely sora vagy oszlopa alapjan kifejtheté.

- A determinans egyenlé transzponaltjaval (tikrozottjével).

- Ha egy determinans féatldja felett minden elem zérus, akkor a determinans a
féatloban lévé elemek szorzata.

- Ha egy determinans minden eleme zérus, akkor a determinans értéke is zérus.

- Ha egy determindns valamely sordanak minden egyes elemét megszorozzuk c-vel,
akkor a determindns értéke is szorzodik c-vel.

- Ha egy determindns két sorat felcseréljiik, akkor a determinans elGjelet valt.

- Ha egy determindnsban két sor elemenként megegyezik, akkor a determinans zérus.

- A determinans értéke nem vdltozik, ha valamely sorahoz hozzaadjuk egy masik
soranak tobbszorosét.

Masodrend(li determindns kiszamitasa:

|A‘= 11

=
(R
o

18. dbra. Mdsodrendt determindns

[Al = air * a2 — a2 * ax

Harmadrendd determinans kiszamitasa:

19
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a11 a1-

(R
-

—

S

|Al=a, a

—_

b
1
=
b
(U8

a,, a

[9%)
(RS
&
w
)

19. dbra. Harmadrendt determindns

a) adjungalt determinasok képzésével

a, a, a; L
a’: a: a:l a: ‘a,l a::
|Al=a, a, a,l=a, -a, +a,,|
32 31 a ’a‘l a 2
a. a,, a

20. dbra. Adjungdlds

[A| = ai1 * (@22 * @33 — a3 * @32) — Az * (@21 * @33 — Az3 * A31) + a13* (21 * a3z — Az2 * A31)

b) Sarrus-szabaly alkalmazasaval

Egészitsik ki a determindnst az els6é két oszlopaval, majd a féatléban 1évé és a vele
parhuzamos atlokban lévé elemek szorzatdnak 6sszegébdl, vonjuk le a mellékatldoban 1évé
és a vele parhuzamos atlékban [év6 elemek szorzatanak dsszegét!

a
|Al=la, a, ajla, a,
a

21. dbra. Sarrus-szabdly

[A] = (a1 * az2 * @33) + (Qi2* @23 * a31) + (13 * az1 * asz) — (Q13* az2 * a31) — (@i * A3 * A32) -
(@i2 * az1 * as3)
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4. Linearis egyenletrendszerek megoldasa
Definicié: A linedris egyenletrendszer tetszéleges
At * Xp +ai2* Xog + ...+ din* Xn = Q

A12* X7 + az2* X2 + ... + dan* Xp = C2

Am X1 FaAam2 ¥ X2 + ... + Amn ¥ Xn = Cm

alakban vehet6 fel, ahol m,n (0-tél kilonb6zd) természetes szam, az aix egyiltthaték (nem
mind zérus) és G konstansok, tovabba xi-k az ismeretlenek (7 = 7..m, kK = 1..n).

Definicié: A linedris egyenletrendszer akkor és csakis akkor oldhaté meg, ha a hozza tartozé
(egyik) trapéz alaku linedris egyenletrendszer azon egyenleteiben, amelyeknek bal oldalan
csupa zérus all, a jobb oldali konstansok is zérussal egyenlék.

me<n m=n man

rem |

=m<n ~m=n ma>n=1

22. dbra. A linedris egyenletrendszer tipusai
Definicié: Ha a linearis egyenletrendszer megoldhatd, akkor megoldasai az egylitthatékat
tartalmazo testben vannak, tovabba
1. ha n = r, akkor a linedris egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van;

2. ha pedig n > r, akkor a linearis egyenletrendszernek (n - r) szamu szabadon valaszthaté
értéktdl figgd, végtelen sok megoldasa van.

A linedris egyenletrendszert megoldhatjuk az ismeretlenek fokozatos kikiiszobolésének
modszerével. A médszer lényege, hogy a linedris egyenletrendszer elsé soranak megfeleld
szamszorosat kivonjuk az alatta 1évé sorokbdl, majd addig folytatjuk az eljarast, mig trapéz
alaku linearis egyenletrendszert kapunk.
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Tekintsiik at az elsé példan a linedris egyenletrendszer megoldasdnak mdédszerét!

X1 + X2 - 3x3 = -1
2X7 + X2 - 2x3 =1
X1+ X2+ X3=3
X1 + 2X2 - 3x3 =1

Az elsé egyenlet kétszeresét vonjuk ki a masodik egyenletbdl, illetve az elsé egyenletet a
harmadikbol és a negyedikbél!

X1 + X2 - 3x3 = -1

- X2 +4x3 =13

Cseréjuk fel a masodik és negyedik egyenletet, és adjuk hozza a negyedikhez!
X1 + X2 = 3x3 = -1

X2 =2

4x3 =4

4x3 =5

A harmadik egyenletet vonjuk ki a negyedikbdl!

X1 + X2 = 3x3 = -1

X2=2

Mivel 0=1 (?, ez nem igaz, tehat ellentmonddasra jutottunk, igy ennek a linedris
egyenletrendszernek nincs megoldasal

Tekintsiik at a masodik példan a linearis egyenletrendszer megoldasanak modszerét!

2X1+X2+X3=2

X1+3X2+X3=5
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X1 + X2 + 5x3 = -7

2x1 + 3x2 - 3x3 =14
Cseréljiik fel az egyenleteket!
X1+ 3x2+x3=05

X1 + X2 + 5x3 = -7

2X1 + X2 + x3 =2

2x1 + 3x2 - 3x3 =14

Az elsé egyenlet alkalmas tobbszordseinek levonasaval megkapjuk a kovetkezdé
egyenletrendszert:

X1+ 3X2+x3=05
-2X2 + 4x3 = -12
-5X2 - X3 = -8
-3x2 - 5x3 =4

A masodik egyenletet osszuk le -2-vel, majd alkalmas tobbszoroseinek levonasaval
megkapjuk a kovetkez6 egyenletrendszert:

X1+ 3X2+Xx3=5
X2 -2X3 =6
-11x3 =22

7x3 =-14

A harmadik egyenletet osszuk le -11-gyel, majd alkalmas tobbszoroseinek levonasaval
megkapjuk a kovetkez6 egyenletrendszert:

X1+ 3X2+x3=5
X2-2X3 =6
X3 = -2

0=0

Mivel nem jutottunk ellentmondasra (0 = 0), ezért a linedris egyenletrendszernek pontosan
egy megoldasavan: x; = 1; x; = 2; X3 = -2.
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Definicié: Szabdlyosnak neveziink egy linedris egyenletrendszert, ha az egyenletek szama
megegyezik az ismeretlenek szamaval, és az egyenletrendszer determinansa zérustdl
kulénb6z6.

an*xir+an*Xx2+ ...+ am* Xn

Ci

A2 X1 t+an* X2+ ...+ anm*xXn=0C

A X1+ a2 ¥ X2+ ... + @nn ¥ Xn = Cn

Definicid: A linedris egyenletrendszer egyltthatoibél felirhaté determinanst D-vel jeldljik, s
a linedris egyenletrendszer determinansanak nevezziik.

23. dbra. Linedris egyenletrendszer determindnsa

Definicié: A  linedris  egyenletrendszer determindansanak  megfelel6 oszlopaba
behelyettesitheté a c¢; konstansok vektora, igy megkapjuk a konstans determinansokat (D,
D2, Dn)

cl ax- aln al) al cl

c a?? a?nl al‘l a:? C,
D, = P s, ]|

cn an? ann‘ aul an? cn

24. dbra. Konstansok determindnsa

Cramer szabdlya: Ha a linearis egyenletrendszer szabdlyos, akkor a linearis egyenletrendszer
megoldhatd, és pontosan egy megoldasa van. A linearis egyenletrendszer megoldasat
mutatja a kovetkez6 abra.
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25. dbra. Cramer szabdlya

5. A grafelmélet alapjai

Grafon pontoknak és egyszeri iveknek olyan rendszerét értjik, amelyben minden iv a
rendszer két pontjat koti 6ssze, és minden pont legaldbb egy ivnek a végpontja. A pontokat
a graf szégpontjainak, az iveket a graf éleinek nevezzik.

Definicié: A G = (V,E) part grafnak nevezziik, ahol V a pontok, E pedig az élek halmaza.
Pontok halmaza: V = {a, b, c, d, e}.

Elek halmaza: E = {(a,a), (a,b), (a,0), (a,d), (b,a), (b,c), (b,c), (c,a), (c,b), (c,b), (c,d), (c,d), (d,a),
(d,0)}

®

26. dbra. Grdf

Definicié: Egy szogpontbdl kiinduld élek szamat a szdogpont fokszamanak, a szdgpontok
fokszamanak maximumat a graf fokszamanak nevezziik.

A G (V,E) graf szogpontjabdl kiindulé élek szamat (26. abra) dG(i)-vel jeloljik (ahol i = a, b,
.. n.

igy a 26. dbrdn 1évé graf szogpontjaibdl kiindulé élek szama, illetve a graf fokszama a
kovetkezé:

dc(@@) = 4, de(b) = 3, dg(c) = 4, , da(d) = 2 és ezek maximuma, a graf fokszama d¢ = 4.
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Definicié: Ha egy G (V,E) graf éleinek megadjuk az irdnyat, akkor irdnyitott grafnak
nevezzik, egyébként irdnyitatlan grafnak nevezziik.

ey itott graf Irdny itatlan graf

27. dbra. Grafok

Egyszeri grafnak nevezziik azt a G (V,E) grafot, amelynek nincs hurokéle, nincs tobbszoros
éle, és nem tartalmaz izolalt pontot.

<—Tobbszoros él
Hurokél

7~
&/

I

Izolalt pont

28. dbra. Osszetett grdf

Teljes grafnak nevezziik azt a G (V,E) grafot, amelynek barmely két kiillonb6z6 pontjat él koti
Ossze.

Az n pontu teljes graf éleinek szama |E| = n* (n - 1)/2.
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@ ®

© O,

29. dbra. Teljes grdf

Komplementer graf: Ha egy teljes grafot kiegészitiink teljes graffa, és ebbdl az eredeti graf
éleit toroljuk, akkor az igy nyert grafot az eredeti graf komplementer (kiegészitd) grafjanak
nevezzik.

Részgraf: Ha egy graf bizonyos éleit és pontjait (az illeszkedd élekkel egyutt) toroljuk, akkor
az igy nyert grafot az eredeti graf részgrafjanak nevezzik.

Eredeti graf Komplementer graf Reszgraf
30. dbra. Kiegészito grdf és részgraf
Izomorf graf: A G (V,E) és a G'(V',E") grafok izomorfak, ha van olyan koélcsondsen egyértelmii

megfeleltetés, hogy ha a G-ben egy cslicshoz egy él illeszkedik, akkor a G'-ben is igaz, hogy
a megfeleld csucshoz a megfeleld él illeszkedik.

Jele: G = G’ (ellenkezéje G % G’, azaz a két graf nem izomorf).
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12
e

G, W G, : G.
31. dbra. Izomorfia
Ha egy G(V,E) graf valamely pontjabdl kiindulva, az éleken haladva eljuthatunk egy masik
pontjaba, akkor egy élsorozatot (e;, ez, €3, ..., en) kapunk, és sétanak nevezziik.
Az (i) pontbeli sétat utnak nevezziik, ha a séta minden érintett pontja kilonb6z6.
Ha az (i) pontbeli ut kezd6- és végpontja azonos, akkor kdrnek nevezziik.

Hamilton-Gtnak nevezzik azt az utat, amely a graf valamennyi cslcspontjan pontosan
egyszer halad at. Hamilton-korrél beszéliink, ha a Hamilton-ut kezd6- és végpontja azonos.

Euler-vonalnak (Ut) nevezziik azt az utat, amely a graf valamennyi élén pontosan egyszer
halad at. Euler-korrél beszéliink, ha az Euler-vonal kezd6- és végpontja azonos.

Az egyik leghiresebb grafelméleti probléma ,a konigsbergi hidak problémaja”

Koénigsberg varosban hét hid ivelt at a varost atszel6é folyon lGgy, hogy ezek a folyo két
szigetét is érintették. A kérdés, hogy végig lehet-e menni az O6sszes hidon ugy, hogy
mindegyiken csak egyszer haladjunk at, és egyuttal visszaérjiink a kiindulépontba.

32. dbra. A kénigsbergi hidak problémdja’

1 Forras: http://hu.wikipedia.org/wiki/Kdénigsbergi_hidak (2010.08.30.)
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Euler bebizonyitotta, hogy a konigsbergi hidakat nem lehet ugy bejdrni, hogy mindegyiken
csak egyszer haladjunk dt, és egyuttal visszaérjiink a kiindulopontba.

Definicié: A G(V,E) iranyitatlan grafot paros grafnak nevezziik, ha a V cslcspontok két
diszjunkt A és B halmazra oszthatdk, gy, hogy G minden élének az egyik végpontja A-ban,
a masik végpontja B-ben van.

QAN

O—C—© L><

© 8 ¥ W

33. dbra. Pdros grdf

Definicié: Egy G (V,E) graf j6 szinezésén a cslicsainak olyan szinezését értjiik, ahol az élekkel
0sszekotott csucsok eltéré szineket kapnak.

A grafok szinezését a térképészetben is hasznosithatjak. Példaul az egymassal szomszédos
megyéket Magyarorszag ,vaktérképén” kiilonb6zé szinekkel jelolhetjik.

Domborzatok arnyalasanadl is megfigyelhetjiik ezt a megoldast.

Négyszinsejtés: Minden hurokmentes sikgraf 4 szinnel jél szinezheté.

A sejtés (tétel) bizonyitasatél itt eltekintenénk.
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34. dbra. Grdf szinezése

6. Alapstatisztikai modszerek

A statisztika egy tudomanyos mddszertan, amely a valésag tomor, szamszeri jellemzésére
szolgal.

A vizsgdlat tdrgydt képezd egyedek Osszességét statisztikai sokasdgnak (populacid)
nevezzik.

A statisztikai sokasdg egyedeinek kozos és megkilonbozteté tulajdonsagait statisztikai
ismérvnek nevezziik.

Statisztikai ismérvek:

- Terlleti ismérvek

- Idébeli ismérvek

- Minéségi ismérvek

- Mennyiségi ismérvek

Bizonyos szabdlyok alapjan minden ismérv lehetséges valtozatai szamértékké alakithatok. A
szamokkal val6 jellemzést mérésnek nevezziik.

Mérési szintek:

- Nomindlis skala (adéosztaly, rendszam stb.)
- Ordinalis skala (katonai rangfokozatok, osztalyzatok stb.)
- Intervallumskala (tengerszint feletti magassag, h6mérséklet stb.)
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- Aranyskala (hosszusag mérése, suly meghatarozasa stb.)

A statisztikai sor a sokasag egyetlen ismérv szerinti jellemzését adja. A statisztikai sorok
rendszerezése hagyomanyosan a vizsgalt ismérv tipusa szerint torténik.

A csoportositosor altalanos sémaja a kovetkezé:

Osztaly Gyakorisag

G fi
G f;
C« fi

Osszesen | N

Az osztdly lehet ismérvvaltozat, ismérvérték, ismérvvaltozatok osztalya vagy intervallum.
A csoportosito sort gyakorisagi sornak is nevezzik.

A kozépérték azonos fajta szamszeru adatok kozos jellemzéje.

Kozépértékek:

- Szamitott kozépértékek, atlagok (aritmetikai, harmonikus, geometriai, kvadratikus)
- Helyzeti kozépértékek (Médusz, Median)

Az aritmetikai dtlag az a szam, amelyet az atlagolandé értékek helyébe téve azok dsszege
nem valtozik.

X|+ Xy 4+ X,

1n 1

35. dbra. Aritmetikai dtlag

A harmonikus dtlag az a szam, amelyet az atlagolando értékek helyébe téve azok
reciprokjainak 6sszege nem valtozik.

n
. | alo I
Xh= E =n? + et
e X X X

36. dbra. Harmonikus dtlag
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A geometriai dtlag az a szam, amelyet az atlagolando6 értékek helyébe téve azok szorzata
nem valtozik.

37. dbra. Geometriai dtlag

A kvadratikus dtlag az a szam, amelynek négyzetével helyettesitve az atlagolandé értékek
négyzeteit azok 6sszege nem valtozik.

2 D 2]

"n
[ i
o
r [X{ +X3 4+ +X;,

Xg= = i
! \ n \ n

38. dbra. Kvadratikus dtlag
A medidn a rangsorba rendezett ismérvértékek kozil a k6zépsd, az (n + 1)/2-edik sorszamu
érték. Ha n parosa, akkor a median a két kozéps6 tag egyszer(i szamtani (aritmetikai) atlaga.
Jele: Me

A moédusz a rangsorba rendezett ismérvértékek koézul a leggyakrabban el6forduld tipikus
érték.

Jele: Mo
Az adatok atlag koruli elhelyezkedését, a szérédast is mérni kell.

A szé6rédas terjedelme R (Range) az az intervallumhossz, amelyen belil az értékek
elhelyezkednek.

Iele: R = Xmax = Xmin

Az Aatlagtol vett eltérések négyzeteinek atlaga a szérasnégyzet (variancia), ennek
négyzetgyoke adja a szoras értékét.
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L \—( % B = (X —X)7 + (3 — %) o+ (x, — )

\ni5 \ n

39. dbra. Szords

A torzitétényez6 hatasa anndal kisebb, minél nagyobb a minta elemszama. A szoéras
szamitasanal ezért n - 1 darabszadmmal szamolunk, és igy kapjuk meg a korrigalt szérast.

. on—1
lim =]
n—«x N

40. dbra. Torzitotényezo

S= ‘LIV(\ -x)* = (2 =%)" + (X —X)" +-+ (X, —X)"

\n—-1;3 -\ n—1

n

41]. dbra. Korrigdlt szords

Adott egy 20 f6s, azonos koru felnéttekbdl allé csoport. Felmértiik a testmagassagukat és
teststlyukat. A testmagassagukbdl statisztikdt szeretnénk szamitani (aritmetikai atlag,
modusz, median, szérddas terjedelme, korrigalt szo6ras).

A szdmitdsban (ellendrzésben) segitséget nyijthat az Excel vagy egyéb tdblizatkezeld
program.

A minta a kovetkez6: 165, 156, 180, 168, 178, 172, 175, 178, 180, 175, 180, 185, 167,
167,185, 186,190,177,177,195

Az elsé feladat az adatsor rendezése és a darabszam meghatarozasa.

A rendezett minta: 156, 165, 167, 167, 168, 172, 175, 175,177,177, 178, 178, 180, 180,
180, 185, 185, 186, 190, 195

Darabszam, azaz n = 20.
A szo6rédas terjedelme, azaz R = 195 - 156 = 39.
A median a két kézépsé 10., illetve 11. atlaga, mivel n paros szam.

Me =177+ 178)/2 =177,5
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A mddusz a leggyakoribb elem, azaz 156 1 db, 165 1 db, ..., 178 2 db, 180 3 db, 185 2 db
stb., mivel a 180 szerepel a legtdbbszor, ezért az a leggyakoribb elem ebben a mintaban.

Mo = 180
Atlagszamitasnal 6sszeadjuk az értékeket, és elosztjuk a darabszammal.
x = (156 + 165 +...+ 190 + 195)/20 = 3536/20 = 176,8

A korrigalt szorasszamitds menete:

S2=[(156-176,8)2+ (165 -176,8)2+...+ (190 - 176,8)2+ (195 - 176,8)2]/19 = (-
20,802+ -11,802 +...+ 13,202 + 18,202)/19 = (432,64 + 139,24 +...+ 174,24 +
331,24)/19 = 1629,20/19 = 85,75

S =9,26
A statisztika mintaértékeit grafikusan is megjelenithetjiuk.

A diagram altaldban az informaciék szimbolikus kétdimenziés geometriai abrazoldsa, lehet
azonban ez haromdimenzids abrazolas is.

A nomogram tobb valtozés fliggvények sikbeli abrazoldsara és az egymashoz tartozé
értékrendszerek megallapitasara szolgalé abra.

l \ l——’% Vol
// N\ — XA —

————

42. dbra. Diagram
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Paracetamol nomogram
4 6 8 10 12 14 16

IRisk factors:
present

150

Paracetamol (micromol/L)
w
=
'y
(~)
(VBw) jowepRdeied

| Rt .. Low:risk: Normal « By o P 18
vz : do not freat : o

4 3 8 10 12 14 16
Time since overdose

43. dbra. Nomogram?

TANULASIRANYITO

1. Oldja meg a feladatokat a kijel6lt helyen!

Adott két halmaz, példaul H:= {1, 3, 4} és K:={1, 3, 6, 7}. Adjuk meg a két halmaz uniojat, illetve metszetét!

HUK:=

HNK:=

Adott két halmaz, példaul H:= {1, 2, 4} és K:= {1, 2, 3, 5}. Adjuk meg a két halmaz kiilonbségét és

szimmetrikus kiilonbségét!

H\K:=

HAK:=

2 Forras: http://curriculum.toxicology.wikispaces.net/2.1.1.1+Acetaminophen (2010.09.01.)

35




PROGRAMOZAS - A PROGRAMOZAS MATEMATIKAI ALAPJAI

Adott egy halmaz és alaphalmaza, példaul A:={2, 3, 6} és U:={1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. Adjuk meg az A

kiegészité halmazat az U-ra!

?'>|
Il

Adott két halmaz, példaul H:= {2, 5} és K:= {1, 2, 3}. Adjuk meg a két halmaz Descartes-féle szorzatat!

HxK:=

2. Oldja meg a halmazok szdmossagdra vonatkozé feladatot!

Egy 20 {6s osztalyban 12 {6 tud sakkozni, 7 f6 ddmazni, és 4 f6 tud minddsszesen sakkozni €¢s damazni is. Arra

keressiik a valaszt, hogy hany f6 nem izi egyik jatékot sem.

3. Oldja meg a szamok szdmhalmazokba foglalasara vonatkozé feladatot!

Adott egy olyan halmaz, amely kiilonboz6 szamokat tartalmaz. A:= {-4; 0; 11; 4i-2; e; 4,14; &, -45,5; 150; -3i; 5;

-100; 78,9}. Helyezziik el a szamokat a megfelelé szamhalmazba!
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4. Oldjon meg logikai miiveleteket!

Adott két logikai kijelentés:

p: A lampa ég.

g: A lift mikodik.

megfogalmazasat is! q—p, -|q/\p

1. kijelentés q—p:

2. kijelentés lgap:

1. kijelentés, azaz a g—p kijelentés itél6tablaja:

a—-p

> |— [O

>

2. kijelentés, azaz a lgap kijelentés itél6tablaja:

p q la | larp
| |
i h
h i
h h

Tekintsiik at binaris értékeken a logikai miiveletek végrehajtasat!

Adott két decimalis szam, A=50, B=96. Egy bajton szeretnénk ezeket abrazolni, majd elvégezni néhany logikai

miuveletet.
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NOT B =

A ANDB =

AORB=

AXORB =

ANAND B =

ANORB =

Lapozzon vissza, és ismételje at a Boole-algebrardl szé6ld részt! Ne feledje, hogy ne
torekedjék arra, hogy szé szerint tanulja meg a tananyagot!

5. Oldjon meg matrix feladatokat! Lapozzon vissza a matrix muiveleteinek leirasdhoz!

Adott két matrix (A és B), amelyek azonos méretliek, és meg szeretnénk hatarozni az
o0sszeglket.

(9%
v
|

n

9

-

5]
)
s ]
O

44. dbra. A és B mdtrix 6sszege

Adott egy A matrix és egy ¢ = 2 konstans, amelynek a szorzatat szeretnénk meghatarozni.

N
9
=

[e—
('S
o

45, dbra. Matrix szorzdsa konstanssal

Adott két matrix (A és B), melyeknek létezik szorzatuk, és ezt szeretnénk meghatarozni.
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2 1
3 1 0
A= +B=|2 2

(B
—_—
O

46. dbra. Mdtrixok szorzata

6. Tekintse at a determinansok kiszamitasdanak lehetéségeit!

Ha a kifejtés soran valamilyen nehézsége tdmadna, akkor lapozzon vissza, és tanulmanyozza
at a determinansok kiszamitasara vonatkozo részt!

Ki szeretnénk szamitani az alabbi determinansokat.

1 51 0 1 2 3 1 o -2
Al=l0 5 -2/ [B=l4 0 -1 |CI=3 11 7
0 0 2 3 2 2 2 0 -4

47. dbra. Determindansok kifejtése

7. Ismételje 4t a linearis egyenletrendszerrdl tanultakat! Sziikség esetén lapozzon vissza a
megfelel6 fejezethez!

Adott a kovetkezd linearis egyenletrendszer. Az ismeretlenek fokozatos kikiiszobolésének modszerével

hatarozzuk meg a megoldasait!

2X1 - 4X2 + 6X3 =14

3X1 - Xy - 4X3 =-2

4X1+X2'3X3:2
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8. Oldjon meg grafokhoz kapcsol6do feladatot! Sziikség esetén lapozzon vissza a megfelel6
fejezethez!

Adott egy G graf. Valaszoljuk meg a kovetkez6 kérdéseket, majd szinezziik ki a grafot!

Mennyi a graf fokszama? Dg =

A graf paros-e, miért?

Adjunk meg egy élsorozatot, amely kor!

48. dbra. G grdf

9. Ismételje at a statisztikai szamitasok alapjait! Sziikség esetén lapozzon vissza a megfelel6
fejezethez!

Adott egy 20 fos, azonos koru felndttekbdl allo csoport. Felmértiik a testmagassagukat és teststlyukat. A
testsulyukbol statisztikat szeretnénk szamitani (aritmetikai atlag, modusz, median, szorodas terjedelme, korrigalt

szoras)!
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Testsulyok: 57, 50, 79, 80, 61, 71, 73, 72, 115, 100, 63, 72, 60, 75, 72, 80, 76, 80, 80, 120

A rendezett minta:

Darabszam, azaz n =

Szorodas terjedelme, azaz R =

Atlag, azaz x =

Moédusz, azaz Mo =

Median, azaz Me =

Korrigalt szoras, azaz S =

A szamitadsban (ellenérzésben) segitséget nyudjthat az Excel vagy egyéb tablazatkezeld
program.
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| 1. feladat

Adott két halmaz A:= {2, 3, 5, 8} és B:={1, 3, 8, 9, 10}, valamint az alaphalmaz U:= {1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8 9, 10}. Adja meg a két halmazra vonatkozéan a kovetkezé miiveletek
eredményeit! A megoldast Venn-diagramon is abrazolja!

AUB:=
AnB:=
A\B:=

AAB:=

A=

2. feladat

Adott két logikai kijelentés p (A ldAmpa ég) és q (A lift mikodik). A kovetkez6 Gsszetett

//////

segitségével!

lp—q
p p q Ip—q
i i
i h
h i
h h
3. feladat

Adott két decimalis szam A = 95, és B = 109. Toltse ki az alabbi tablazatot!

binaris decimalis
A 95
B 109
NOT B
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A AND B
AORB

A XOR B
B NAND A
B NOR A

4, feladat

Szamitsa ki az A és B matrix szorzatat!

4 2 0)
I Z; 11 %
. 0 1 3
] -2 2
I 25k 2
L 3 0

49. dbra. A és B mdtrix szorzata

5. feladat

Fejtse ki a kovetkez6 determinansokat!

4 0 0 1 0 0 | O =2
IAl=2 -1 11| |Bl=4 2 0 |Cl=3 1 7
4 -2 22 3 2 3 > 1 -1

50. abra. Determindansok

6. feladat

Oldja meg a linearis egyenletrendszert az ismeretlenek fokozatos kikiiszébolésének
modszerével!

X1 - X3+ Xa4=3
—2X1+X2—X3+X4=]
3X1 + 3X2 + X3+ 3xXa=7

X1+2X2—X3+3X4=]]
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| 7. feladat

Oldja meg a linearis egyenletrendszert Cramer szabalyanak alkalmazasaval!
3X7 + X2 - 2X3 =2
X1 —2X2—X3=—]

-X1 — X2 + 2X3 = -4

8. feladat

Szinezzik ki Magyarorszag térképét a grafelmelét alapjan!

Hany szinnel szinezhet6?

51. dbra. Magyarorszdg vaktérképe

9. feladat

Adott egy 15 fés csoport, életkoraik: 70, 59, 60, 32, 26, 32, 32, 34, 36, 50, 52, 18, 26, 44,
50.

Hatarozzuk meg a kévetkezg statisztikai mérészamokat!
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MEGOLDASOK

| 1. feladat

AUB:={1, 2, 3,5, 8,9, 10}
AnB:= {3, 8}

B\A:= {1, 9, 10}
AAB:={1,2,5,9, 10}

A:={1,4,6,7,9,10}

467

1.9, 10

52. dbra. Abrdzolds Venn-diagramon

2. feladat

Ha a lampa nem ég, akkor a lift mikodik.

p Ip q lp—g

i h i i

i h h i

h i i i

h i h h

3. feladat

binaris decimalis

A Oj1]Oo|T1T |1 ]1]1]1 95
B Oj1|/1]0|1]1]0]1 109
NOT B 1/0]0]1]0]O]T1]O 146
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A AND B O(1T[(O0O|O|T|T]|]0O0]|1 77
A ORB oj1|1({1|{1 |1 (1|1 127
A XOR B O|[1T|(1|1]0]|0O|T1T]|0| 114
B NAND A 0/[0(O0|1]0|0O|T1]0O 18
BNORA |1 |1 |O T (1 |1]|]1]|1]| 223
4. feladat
(9 14 8)
=117 16 2
.7 8 8
53. dbra. Szorzatmadtrix
|5.fe|adat

|Al =0, [B] =6, |C| =-10

| 6. feladat

X1 = —8, X2 = —26, X3 = ]9, x4 = 30.

| 7. feladat

X1=—],X2=],X3=—2.

| 8. feladat

4 szinnel szinezhetd.
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54. dbra. Magyarorszdg térképének szinezése

9. feladat

18, 26, 26, 32, 32, 32, 34, 36, 44, 50, 50, 52, 59, 60, 70

N=15R=52,x=41,4, Mo =32, Me =36,S = 14,91
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